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大变形下固体推进剂黏弹性本构参数的识别
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摘　要：在ZWT非线性黏弹性本构模型中添加额外的Maxwell单元，建立了非线性广义Maxwell
模型（NLGMM）并进行数值离散化，基于Nelder-Mead单纯形算法，使用端羟基聚醚（HTPE）固体

推进剂在不同等位移速率下的拉伸试验数据对本构参数进行优化和验证，分析了使用工程应变速

率和真应变速率对真应力计算结果的差别。结果表明：经数值离散和参数优化后，建立的NLGMM
可以很好地描述HTPE固体推进剂的力学行为，对真应力的计算结果与试验结果的最大相对误差

不超过6%。当HTPE固体推进剂发生的变形量较小（真应变不大于0.1）时，使用工程应变速率计

算的真应力与使用真应变速率计算结果之间的相对误差不大于5%，此时可忽略变形导致的非线性

效应，使用工程应力 -工程应变和工程应变速率进行计算来确定NLGMM材料参数；当HTPE固体

推进剂发生较大变形（真应变不小于0.4）时，使用工程应变速率计算的真应力为使用真应变速率计

算结果的1.33倍及以上，材料变形导致的非线性效应不可忽略，应使用真应力 -真应变和真应变速

率进行计算来确定NLGMM的材料参数。
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非线性弹性单元并联组成，适用于较宽的应变速率

范围，但由于含有的参数数量较多（弹性单元含3个
参数，两个Maxwell单元各含2个参数），具有较高的

参数识别难度。经典的参数识别方法需要使用两组

准静态（应变速率小于1�s−1）拉伸试验数据和一组

高速（应变速率大于100�s−1）冲击试验数据，并且为

了降低材料参数的识别难度，通常采用恒定真应变

速率下的试验数据来进行参数拟合［10-12］。但是，在

实际试验过程中，由于常规试验装置性能的限制，真

应变速率难以保持恒定。通常，研究人员根据材料

在小变形范围内（真应变小于0.1）的工程应变速率

与真应变速率接近的特点，将恒定工程应变速率下

的小变形试验结果作为恒定真应变速率下的试验数

据代入进行参数拟合。然而，这种方法在材料变形

量较大时的适用性较差。

为了增强模型对应变速率的敏感性，作者在

ZWT非线性黏弹性本构模型中添加额外的Maxwell
单元，建立了非线性广义Maxwell模型（NLGMM）［13］

并进行数值离散化，利用端羟基聚醚（HTPE）固体

推进剂的单轴拉伸试验数据对本构参数进行识别，

分析了模型在使用工程应变速率和真应变速率对真

应力计算结果的差异。

0　引　言

固体推进剂是一种由高分子黏合剂、高能固

体填料以及功能助剂混合而成的颗粒填充复合材

料［1］，制成的推进剂药柱是固体火箭发动机（SRM）

的主要部件之一，其结构完整性对SRM结构完整性

具有重要影响。对推进剂药柱进行结构完整性分析

的基础是研究固体推进剂的力学性能，而构建准确

的本构模型是描述其力学行为的关键。目前，研究

人员已对复合材料的黏弹性本构模型开展了较多

研究［2-7］。

固体推进剂的力学行为具有典型的非线性黏弹

性特性［8-9］，其应力和应变状态不仅与外部载荷大小

有关，还受到变形速率、温度和载荷历程的影响。目

前，国内应用较为广泛的描述非线性黏弹性力学行

为的本构模型是ZWT非线性黏弹性本构模型［4］。

该模型由两个描述不同应变速率（高应变速率和低

应变速率）范围黏弹性响应的Maxwell单元和一个
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1　NLGMM的建立及数值离散与校验

1.1　NLGMM的建立

NLGMM由 一 个 非 线 性 弹 性 单 元 与N个

Maxwell单元并联组成，其本构方程为

-( - )/

0=1

d ( )( ) = [ ( )]+ e d
d

i
N t

t s
i

i

tt f t E s
s

τ εσ ε ∑ ∫ �（1）

2 3
0[ ( )] = ( )+ ( )+ ( )f t E t t tε ε αε βε � （2）

式中：f [ε (t)]为描述非线性弹性响应的函数，为纯弹

性项，无载荷历史效应；E0，α，β均为弹性常数；Ei，

τi分别为第i个Maxwell单元的弹性模量和松弛时间，

i为1~N的整数；σ (t)，ε (t)分别为真应力和真应变；t
为时间；s为历史时间积分变量。

当NLGMM仅使用两个Maxwell单元（N=2）
时，该模型为ZWT模型。

1.2　NLGMM的数值离散

目前，固体推进剂力学参数的准确性常使用单

轴拉伸试验数据进行对比验证。然而，常规单轴拉

伸试验机的加载方式为等位移速率加载，真实的应

变速率随试样的拉长不断下降，故这种加载方式在

本质上为变应变速率加载。在小变形范围内，材料

的工程应变速率与真应变速率相差不大，可近似认

为加载方式为等应变速率加载；发生大变形时，材料

的真应变速率远小于工程应变速率，此时建立在等

应变速率下的本构方程将不再适用。因此，需要建

立考虑变应变速率加载的本构方程来描述固体推进

剂在大变形下的力学行为。

在变应变速率加载情况下，直接使用本构方程

中的积分计算难以得到形式明确的解析解公式，无

法应用于实际工程。因此，作者对建立的NLGMM
本构方程进行数值离散化，将载荷历程分成无数个

微小的时间步∆t，在每个∆t内的应变速率为该时刻

的应变速率，从而将变应变速率加载问题转化为考

虑多段载荷历史效应的等应变速率加载问题。

设第 i个Maxwell单元的应力响应为hi（t），其表

达式为
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此时，第 i个Maxwell单元的应力响应为
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式（7）即为各Maxwell单元应力响应的增量�
公式。真应变ε（t）作为输入条件是已知的，则根据�
式（7）可知，NLGMM中每个Maxwell单元的下一时

间步的应力响应hi（t+∆t）由上一时间步的应力响应�
hi（t）递推得到，这种递归形式的计算可以极大地节

省计算机内存空间。联立式（4）、式（5）和式（7），即

可得到模型在一维受力下的应力增量公式，如下：

2
0
3

- /

/
=1

( + )= ( + )+ ( + )+
( + )+
e

( + )- ( )
( )+

(1-e )

i

i

t
N

t
i i

i

i

t t E t t t t

h

t t

t t tE

t

t

τ

τ

σ ε αε
βε

ε ετ

∆

−∆

∆ ∆ ∆

∆

 
 

∆ 
 ∆ 

∑

�（8）

通过式（8）将所有并联单元的应力响应进行求

和，即可得到模型在时间域内任意时刻的应力。可

以看到，在式（8）的解法中无需输入试验所采用的

应变速率，其应变速率是由应变和时间实时计算得

到的，当时间步足够小时，该离散数值解收敛于精确

解，故而该解可以作为NLGMM模型在变应变速率

下的解。

上述将NLGMM本构方程进行数值离散化的

方法摆脱了传统解析解对真应变速率恒定的要求，

只需提供材料在试验过程中随时间变化的真应变数

据，便可得到任意单轴加载方式下的高精度数值解。
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NLGMM模型中的 f［ε（t）］为非线性弹性响应部分，

并不涉及黏性，无载荷历史效应，因此无需以增量形

式表达，可根据实际使用情况对其函数形式进行灵

活调整。后文为便于和Prony级数模型进行对比，仅

使用和ZWT模型相同的多项式形式作为非线性弹

性响应部分。

1.3　离散本构数值的校验

在进行NLGMM参数优化前，需要对NLGMM
离散化本构方程计算结果的准确性进行验证，以

确保其在大变形条件下也具有高计算精度。由于

NLGMM中的 f［ε（t）］为非线性弹性项，并不参与离

散过程，因此可将其参数α和β设为0，使得模型退

化为线性广义Maxwell模型（数学上称为Prony级

数），这样就可以通过与Abaqus有限元软件中成熟

的Prony级数进行对比，来实现对NLGMM中离散

化部分（即黏弹性部分）的校验。

在校验过程中，NLGMM选择使用两个Maxwell�
单元，相应的Prony级数为 2阶。任意假设一组

NLGMM本构参数（非真实材料参数）以及对应等价

的Prony级数参数，见表 1，NLGMM中的参数τ i与

Abaqus中Prony级数相同，其余参数的转换关系如下：

inst 0 1 2= + +E E E E � （9）

inst= /i ig E E � （10）

式中：Einst为初始时刻的瞬时弹性模量；gi为第 i个
Maxwell单元的无量纲剪切模量。

表1　假设的NLGMM本构模型参数以及对应等价的Prony级数参数

Table 1　Assumed parameters of NLGMM constitutive model and parameters of corresponding equivalent Prony series

模型 E0/MPa E1/MPa E2/MPa τ 1/s τ 2/s α/MPa β/MPa Einst/MPa g1 g2

NLGMM 2 2 16 200 1 0 0

Prony级数 200 1 20 0.1 0.8

图 1　线性广义 Maxwell 模型和 Abaqus 软件中 Prony 级数计算得

到的真应力-真应变曲线对比

Fig. 1　Comparison of true stress-true strain curves  
obtained by linear generalized Maxwell model and  

Prony series in Abaqus software

使用由NLGMM退化成的线性广义Maxwell
模型（两个Maxwell单元）和Abaqus有限元软件

中成熟的Prony级数分别计算材料在等位移速率

为 10，100，200，500�mm · min−1下拉伸时的真应

力。由于在等位移速率加载条件下，试样在单位时

间内拉长的长度为定值，真应变速率将随试样的拉

长而不断降低，因此等位移速率加载本质上为变应

变速率加载。由图1可以看到，由NLGMM退化成

的线性本构Maxwell模型计算得到的真应力与采用

Abaqus软件中成熟的Prony级数的计算结果完全一

致，相对误差为 0。这说明该离散化本构方程的理

论计算结果可靠，可用于后续参数优化计算。

2　NLGMM参数的识别与验证

2.1　模型参数优化算法

前文推导得到的离散数值解并无形式明确的数

学方程，因此需要采用优化算法进行识别。以本构

参数为自变量，通过最小化试验值与理论解之间的

均方误差损失函数，反向求解NLGMM的材料参数，

优化流程如图2所示。

假设优化的目标函数Y（C）为
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式中：p为足够大的正数，以罚函数的方式迫使τ i，Ej

在优化过程中始终为非负数；j为0~N的整数；L(C)
为所有计算值与试验值之间的损失之和；M为优化

用试验的总个数；m为1~M的整数；Lm(C)为第m个

试验中试验值与计算值的均方误差。

将NLGMM离散化本构方程代入式（11）和

式（12）中，采用Python对目标函数进行编程，使用

scipy.optimize库的 fmin函数调用Nelder-Mead单纯�
形算法优化材料参数。当目标函数达到最小值
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时，意味着材料参数皆在限定范围内，损失函数达

到最小值，所得解为最优解，即此时C为最准确的

NLGMM材料参数。

2.2　模型参数的获取

选择文献［14］中的HTPE固体推进剂在等位移

速率为10，100，200�mm · min−1下拉伸时的试验数

据作为NLGMM参数优化的测试数据。由于该文献

的试验数据为工程应力和工程应变，需将其转换为

真应力和真应变，转换公式如下：

eng
0

( ) = ( )Lt t
L

σ σ � （13）

0
0

d( ) = = ln( / )
L

L

Lt L L
L

ε ∫ � （14）

式中：L0，L分别为试样初始长度和当前长度；σ eng(t)

为工程应力。

根据NLGMM的材料参数优化流程，先取一组

初始材料参数，将上述试验的应变数据输入离散化

本构方程中计算预测应力，预测结果与试验结果间

目标函数值较大时，调用Nelder-Mead单纯形算法进

行参数优化，直至目标函数值最小，此时优化的材料

参数为最优参数。初始参数和最终得到的最优参数

如表2所示。将优化的材料参数重新代入离散本构

方程中，计算HTPE固体推进剂在等位移速率为2，
10，100，200�mm · min−1拉伸时的真应力-真应变曲

线，并与文献［14］中的试验结果进行对比。

经过测试，采用3阶NLGMM（N=3）就可以很

好地描述HTPE固体推进剂的单轴拉伸性能。由图3�
可以看出：当真应变大于0.1时，3阶NLGMM计算

得到的真应力-真应变曲线与实测曲线吻合较好，相

同真应变下的真应力计算结果和试验结果的相对误

差小于6%，说明参数优化后的3阶NLGMM能够准

确地描述HTPE固体推进剂的力学行为；对于等位

移速率 2�mm · min−1条件下，采用参数优化的 3阶
NLGMM计算得到的真应力与试验结果同样表现出

极高的相符性，相对误差小于4%，这说明该模型的

适用范围并不仅限于位移速率10~200�mm · min−1，
对于该范围外的力学行为也可以进行准确描述。

3　工程应变速率适用范围分析

固体推进剂是一种对应变速率很敏感的材料，

忽略应变速率的影响会使计算结果与试验结果偏差

表2　NLGMM材料参数的初始值与最优值

Table 2　Initial values and optimal values of NLGMM material parameters

项目 E0/MPa α/MPa β/MPa E1/MPa E2/MPa E3/MPa τ 1/s τ 2/s τ 3/s

初始值 1 1 −1 1 10 1 0.001 1 1�000

最优值 5.62×10−11 −5.89 8.08 8.44 4.47 4.23 3.56×10−4 0.151 2�924

图 3　参数优化后 3 阶 NLGMM 计算得到的真应力-真应变曲线与试验结果的对比

Fig. 3　Comparison between true stress-true strain curves calculated by third-order NLGMM after parameter optimization and test results:  
(a) true stress-true strain curves and (b) relative error-true strain curves

图 2　NLGMM 的材料参数优化流程

Fig. 2　Optimization process of material parameters of NLGMM



李瑞阳，等：�大变形下固体推进剂黏弹性本构参数的识别

116

很大，尤其是在大变形时误差更为明显，为此对这一

问题进行分析。

根据ZWT模型在等应变速率加载下的解析

解［10］，可以得到NLGMM在等应变速率加载下的解

析解，如下：

0

- ( )
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( ) = [ ( )]+ 1- i

tN

i i
i

t f t E e
ε
ε τσ ε ε τ
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式中： 0ε 为恒定应变速率，即工程应变速率。

将上述所选的 4组等位移速率（2，10，100，
200�mm · min−1）对应的工程应变速率（0.001�7，
0.008�3，0.083�0，0.170�0�s−1）以及优化后的参数代

入式（15）中，将其计算结果与使用真应变速率计算

的结果进行对比。由图4可知：使用工程应变速率

计算得到的真应力σ eng高于使用真应变速率计算得

的真应力σ，不同等位移速率下，二者比值σ eng/σ随

真应变的变化曲线基本重合，说明等位移速率对该

比值的影响很小；σeng/σ的大小随着真应变增大而

增大，说明真应变是其主要影响因素。当真应变不

大于0.1时，σeng/σ不大于1.05，两者的相对误差小于

5%，此时可忽略材料变形导致的非线性效应，使用

工程应力-工程应变和工程应变速率进行计算来确

定NLGMM材料参数。当真应变不小于0.4时，σeng/
σ不小于1.33，相对误差极大。这说明当HTPE固体

推进剂发生大变形时，材料变形导致的非线性效应不

可忽略，需使用非线性理论，考虑该材料在变形过程

中真应变速率对其力学行为的影响，使用真应力-真
应变和真应变速率进行计算确定NLGMM材料参数。

图 4　使用工程应变速率与使用真应变速率的计算结果对比

Fig. 4　Comparison of calculation results between using engineering strain rates and using true strain rates: (a) true stress-true strain curves and 
(b) σσ eng/σσ -true strain curves

4　结　论

（1）在ZWT非线性黏弹性本构模型中添加额外

的Maxwell单元建立NLGMM并进行数值离散化，

由该NLGMM退化成的线性广义Maxwell模型对真

应力的计算结果与使用Abaqus中成熟的Prony级数

的计算结果完全一致，说明该离散化本构方程的理

论计算结果可靠；基于Nelder-Mead单纯形算法对

NLGMM模型参数进行优化，参数优化后计算得到

的HTPE固体推进剂的真应力与试验结果的最大相

对误差不超过6%。

（2）当HTPE固体推进剂发生的变形量较小（真

应变不大于0.1）时，使用工程应变速率计算得到的

真应力与使用真应变速率计算结果的相对误差小

于5%，此时可忽略变形导致的非线性效应，使用工

程应力 -工程应变和工程应变速率进行计算来确定

NLGMM的材料参数；当HTPE固体推进剂发生较

大变形时（真应变不小于 0.4）时，使用工程应变速

率计算得到的真应力为使用真应变速率计算结果的

1.33倍及以上，相对误差较大，此时材料变形导致的

非线性效应不可忽略，应使用真应力-真应变和真应

变速率进行计算来确定NLGMM的材料参数。
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Identification of Viscoelastic Constitutive Parameters for Solid Propellant under 
Large Deformation
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(1. College of Mechanical Engineering, Guangxi University, Nanning 530004, China; 2. The State Key Laboratory of Nonlinear 
Mechanics (LNM), Institute of Mechanics, Chinese Academy of Sciences, Beijing 100190, China; 3. Inner Mongolia Power 

Machinery Research Institute, Hohhot 010010, China)

Abstract:�In�the�ZWT�nonlinear�viscoelastic�constitutive�model,�additional�Maxwell�elements�were�incorporated�
to�establish�a�nonlinear�generalized�Maxwell�model�(NLGMM),�and�the�NLGMM�was�numerically�discretized.�Based�
on�the�Nelder-Mead�simplex�algorithm,�the�constitutive�parameters�were�optimized�and�validated�with�tensile�test�data�
of� hydroxyl� terminated�polyethe� (HTPE)� solid�propellant� at� different� constant�displacement� rates.�The�differences� in�
true� stress� calculation�with� engineering� strain� rates� and� true� strain� rates�were� analyzed.�The� results� show� that� after�
numerical� discretization� and� parameter� optimization,� the� established�NLGMM� could� effectively� describe�mechanical�
behavior�of�HTPE�solid�propellant.�The�maximum�relative�error�between�the�calculated�true�stress�and�the�test�results�
was�not�higher� than�6%.�When� the�deformation�of�HTPE�solid�propellant�was�small� (the� true�strain�was�not�greater�
than�0.1),� the� relative�error�between� the� true�stress�calculation�with�engineering�strain� rates�and� that�with� true�strain�
rates�did�not�exceed�5%,�indicating�that�the�nonlinear�effects�caused�by�material�deformation�could�be�neglected�and�the�
material�parameters�of�NLGMM�could�be�calculated�with�engineering�stress-engineering�strains�and�engineering�strain�
rates.�When�HTPE�solid�propellant�underwent�large�deformation�(the�true�strain�was�not�less�than�0.4),�the�true�stress�
calculation�with�engineering�strain�rates�was�not�less�than�1.33�times�that�with�true�strain�rates,�and�the�nonlinear�effects�
caused�by�material�deformation�could�not�be�ignored.�The�material�parameters�of�NLGMM�should�be�calculated�with�true�
stress-true�strains�and�true�strain�rates.

Key words:�nonlinear�viscoelastic�constitutive�model;�large�deformation;�solid�propellant;�parameter�optimization


